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Problem 1 : Minimalna brzina meteora

Po£e¢emo sa jednim klasi£nim problemom: izra£unati minimalnu brzinu meteora pomo¢u

zakona odrºanja energije.

1-a (*) Posmatrajte Zemlju kao izolovan sistem. Za meteroid koji miruje u odnosu na Zemlju

na beskona£noj udaljenosti, na�ite minimalnu brzinu na visini meteorske pojave

(h = 100km) i pri udarcu u Zemlju. Navedite eksplicitno sve pretpostavke.

Uvedimo prvo oznake koje ¢emo koristiti u ovom problemu. Za masu Sunca koris-

ti¢emo M�, za rastojanje Zemlja-Sunce d (d = 1AU), a za masu i polupre£nik Zemlje

M⊕ i R⊕ - svuda indeks � ozna£ava Sunce, a indeks ⊕ Zemlju. Za masu meteoroida

koristi¢emo m i za univerzalnu gravitacionu konstantu G. U ovom problemu indeks

0 ozna£ava po£etno stanje, a indeks 1 krajnje stanje sistema. Vektorske veli£ine su

ozna£ene boldface fontom - npr. r je vektor poloºaja, a r = |r| je modulus vektora,

tj. udaljenost.

Smatra¢emo da je Zemlja idealna izotropna sfera (nije neophodno da bude i ho-

mogena), pa se njen gravitacioni potenicijal moºe zameniti izrazom za potencijal

materijalne ta£ke. Tako�e, smatra¢emo da je Zemljina putanja oko Sunca pribliºno

kruºna, sa radijusom d. Nula potencijalne energije je u beskona£nosti u celom prob-

lemu. U prvom delu problema, 'Zemlja kao izolovan sistem' zna£i da zanemarujemo

Sunce i njegovo gravitaciono dejstvo, kao i Mesec i sve ostale mase - u ovom problemu

Zemlja miruje sama u prostoru. Zanemari¢emo i uticaj atmosfere i rotaciju Zemlje.

Vide¢emo u kasnijim problemima kako da ura£unamo sve zanemarene efekte.

Ovo je tipi£an zadatak koji se re²ava koriste¢i zakon odrºanja (mehani£ke) energije

- gravitaciona sila konzervativna, te energija mora biti odrºana, tj. ukupna energija

po£etnog stanja (E0) i krajnjeg stanja (E1) su jednake E0 = E1.
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FIG. 1: Krajnji poloºaj £estice (meteorske pojave) je r1 a brzine v1. Po£etni poloºaj je r
′
0 a po£etna

brzina je nula.

Ako je meteoroid u po£etnom stanju na beskona£nom rastojanju od Zemlje r0 →∞ i

miruje u odnosu na Zemlju v0 = 0, njegova ukupna po£etna energija je

E0 =
1

2
mv20 −G

M⊕m

r0
= 0.

U trenutku sagorevanja na visini h = 100km iznad povr²ine Zemlje, njegova brzina je

v1 6= 0, a rastojanje od centra Zemlje je r1 = (R⊕ + h). Krajnja energija je dakle

E1 =
1

2
mv21 −G

M⊕m

r1
= 0. (1)

Poslednji znak jednakosti je posledica odrºanja energije. Prema tome imamo

v21 =
2GM⊕
R⊕ + h

⇒ v1 =

√
2GM⊕
R⊕ + h

.

Direktnom zamenom veli£ina nalazimo v1 = 11.1 km/s. Za slu£aj h = 0, tj. za udarac

u povr²inu, zanemaruju¢i otpor vazduha nalazimo

v1 =

√
2GM⊕
R⊕

(2)
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i v1 = 11.2 km/s, ²to je druga kosmi£ka brzina. Ovo nije slu£ajno - ako obrnemo

redosled doga�aja dobijamo po£etno stanje sa £esticom koja na povr²ini Zemlje ima

brzinu v1, koja je taman tolika da u beskona£nosti izgubi svu kineti£ku energiju i

miruje naspram Zemlje, a to je upravo de�nicija druge kosmi£ke brzine. Jedna£ine

odrºanja energije su iste kao gore, sa zamenom indeksa za po£etno i krajnje stanje

0↔ 1.
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1-b (*) Odgovor pod 1-a je podrazumevao geocentri£nu brzinu - zakon odrºanja energije je

dao brzinu u odnosu na centar Zemlje. Izra£unajte minimalnu topocentri£u brzinu

(tj. u odnosu na ta£ku na povr²ini Zemlje) kao funkciju geografske ²irine - jasno, ovde

treba ura£unati Zemljinu rotaciju. Kolika je ta brzina za Petnicu?
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FIG. 2: Duºina (plavog) vektora r je r = R⊕ cosφ. Obim malog kruga je O = 2πr = 2πR⊕ cosφ,

gde je φ geografska ²irina.

Obim Zemlje na polutaru je 2πR⊕ a na geografskoj ²irini φ mali krug paralelan

polutaru ima obim 2πR⊕ cosφ (vidi sliku). Ozna£i¢emo brzinu rotacije ta£ke na

geografskoj ²irini φ sa vφ. Tu brzinu ¢emo na¢i iz zahteva da ta£ka u jednom periodu

rotacije T (tj. u jednom danu) napravi jedan krug paralelno polutaru, te joj je brzina

vφ = 2πR⊕ cosφ/T . Jedino problemati£no pitanje je - brzina u odnosu na ²ta? Da

li je ovde opravdano ra£unati brzinu u odnosu na Sunce, ili na nepokretne zvezde

(ili ne²to tre¢e)? U zavisnosti od toga ¢emo za T uzeti period rotacije u odnosu na
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Sunce (solarni dan) ili na zvezde (sideri£ki dan)[1]. Relevantna brzina rotacije u ovom

problemu mora biti u odnosu na £esticu koja miruje u odnosu na centar Zemlje u

beskona£nosti (vidi 1-c za detalje ²ta to ta£no zna£i). Razmotrimo jedan primer koji

¢e pojasniti koji je period ovde relevantan.

Zamislimo da je Zemlja uvek okrenuta jednom stranom prema Suncu, tj. da godina ima

nula solarnih dana i jedan sideri£ki dan. U tom slu£aju sideri£ki period rotacije je jedna

godina, a solarni je beskona£an. Zanemarimo za trenutak gravitaciju Zemlje - i pos-

matrajmo £esticu koja orbitira na Zemljinoj putanji (daleko od Zemlje, cf. 1-c). Ona

u odnosu na centar Zemlje miruje. Ali u ovom slu£aju ta £estica ¢e uvek biti iznad iste

ta£ke na Zemlji, tj. brzina Zemljine rotacije u odnosu na taj meteoroid je nula. Prema

tome iz gornje formule za vφ vidimo da period mora biti solarni! Isti zaklju£ak mora

vaºiti i za rotiraju¢u Zemlju, tj. u na²em slu£aju uzimamo T = 24 h. Ako ubacimo

cifre u gornje formule, nalazimo da je brzina rotacije ma polutaru v0 = 0.46 km/s, a

u Penici (φ ≈ 44o) je vφ = 0.32 km/s. Zna£i minimalna topocentri£na brzina meteora

koji sagoreva na visini of 100 km (²to je brzina koju merimo sa fotografksih �lmova /

video kamera) je na polutaru 10.6 km/s, a u Petnici 10.8 km/s.

[1] Jasno da za slu£aj Zemlje to nije previ²e bitno, jer je razlika izme�u dve vrste dana mala.
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1-c (**) Recimo da ste odgovor pod 1-a dali sa ta£no²¢u od δv = ±0.1km/s. Sa tom ta£nosti

nije neophodno da meteoroid krene iz beskona£nosti. Kolika moºe biti po£etna udal-

jenost meteoroida tako da rezultat bude ta£an do na δv? Da li je opravdano zanemariti

gravitaciono dejstvo Sunca na toj udaljenosti?

  

r1 = d

r0'
r0'
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FIG. 3: Dva po£etna poloºaja £estice diskutovana u re²enju - po£etno odstojanje od Zemlje je na

samoj Zemljinoj orbiti (crna boja) i normalno na orbitu (crvena boja).

Ovaj problem je vaºan zbog po£etne pretostavke da meteoroid miruje u odnosu na

Zemlju. Kada se vratimo u Sun£ev sistem, jasno da meteoroid koji miruje u odnosu

na Zemlju, mora imati istu ugaonu brzinu revolucije i isti period revolucije oko Sunca

kao i Zemlja. To moºe biti samo pribliºno ta£no samo za £estice koje su relativno

blizu Zemljine putanje[2]. Dakle u ovom problemu ¢emo videti da li na²a pretpostavka

[2] Izuzetak su Lagranºeve ta£ke, kojima ¢emo se baviti u kasnijim problemima. U ovom problemu potpuno

zanemarujemo pitanje kako su se £estice na²le na takvoj putanji. Tako�e zamemarujemo razliku brzina

revolucija £estica u odnosu na Zemlju zbog male razlike u radijusu orbite. Ove efekte ¢emo ura£unati u

kasnijim problemima.
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izolovanje Zemlje ima smisla - ako na�emo da je potrebno da za datu ta£nost δv

£estica bude tako daleko od Zemlje da gravitacija Sunca mora biti ura£unata, onda

izolovana Zemlja nije dobra aproksimacija (osim za £estice na samoj putanji Zemlje -

vidi dole).

Neka je po£etna udaljenost r′0, i krajnja brzina na udaljenosti r1 = R⊕ od centra

Zemlje v′1 = v1 ± δv. Mi traºimo maksimalno r′0, tako da je razlika izme�u brzina

|δv| = v′1 − v1 < 0.1 km/s manja od implicitne gre²ke. Iz odrºanja energije sledi

1

2
m (v′1)

2 −GM⊕m
R⊕

= −GM⊕m
r′0

. (3)

Gre²ka u brzini je mnogo manja od same brzine (δv � v1) , pa je

(v′1)
2 = v21 ± 2v1δv + δv2 ≈ v21 ± 2v1δv,

i gornja jedna£ina (3) se svodi na

1

2
m (v1)

2 ± 1

m
v1δv −G

M⊕m

R⊕
= −GM⊕m

r′0

Leva strana se uprosti koriste¢i (1) pa dobijamo

±v1δv = −GM⊕
r′0
⇒ r′0 = G

M⊕
v1δv

,

gde re²enje postoji samo za znak minus, ²to je �zi£ki jasno - ako £estica po£ne da

pada sa manje 'visine', njena krajnja brzina ¢e biti manja (v′1 = v1 − δv < v1). Ako

iskoristimo (2)

r′0 = R⊕
v1
2δv
≈ 50R⊕.

Dakle ako je £estica na po£entom rastojanju od Zemlje ve¢em od oko 50R⊕, kranja

brzina meteora ¢e se razlikovati za manje of 0.1 km/s od idealnog slu£aja sa po£etkom

na beskona£oj udaljenosti. Primetimo da je ova udaljenost manja od razdaljine

Zemlja-Mesec!
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Ura£unajmo sada i gravitaciju Sunca. Ako pove¢amo r′0, razlika δv zbog Zemljine

gravitacije ¢e se smanjiti, ali ¢e se tada pove¢ati razlika u energije po£etnog i krajnjeg

stanja u Sun£evoj gravitacinoj jami (ili ne¢e zavisno od geometrije - vidi dole). Grav-

itacija Sunca ¢e imati najmanji uticaj za minimalno r′0, tj. za veli£inu koji smo upravo

prona²li.

Da bismo na²li da li je taj uticaj zna£ajan, moramo uporediti na²u dozvoljenu gre²ku

δv = 0.1km/s sa promenom krajnje brzine zbog ura£unavanja Sun£eve gravitacije. Uz

sve oznake kao i ranije, uvedimo novu oznaku za krajnju brzinu koja ura£unava dejstvo

Sunca ṽ′1 = v′1 ± δṽ, gde je δṽ razlika u krajnoj brzini u odnosu na prethodni slu£aj.

Neka su r̃0 i r̃1 po£etna i krajnja udaljenost meteoroida od Sunca. Zakon odrºanja

energije je sada

1

2
m (ṽ′1)

2 −GM⊕m
r1
−GM�m

r̃1
= −GM⊕m

r′0
−GM�m

r̃0
. (4)

Po²to £estica zavr²i na povr²ini Zemlje, krajnje udaljenosti su r1 = R⊕ i r̃1 ≈ d = 1AU

(jer je R⊕ � d). U toj aproksimaciji r̃1 je vektor poloºaja Zemlje u odnosu na Sunce.

Intuitivno je jasno da u slu£aju kada je po£etni poloºaj meteoroida na samoj orbiti

Zemlje, onda ¢e veli£ina po£etnog i krajnjeg ploºaja u odnosu na Sunce biti jednaki,

tj. r̃0 = r̃1 = d (crni vektori na slici). Kada je po£etni poloºaj meteoroida u odnosu

na Zemlju normalan na orbitu, onda je r̃0 = r̃1 ± r′0 = d ± r′0. Vidi fusnotu [3] za

diskusiju ovog problema u terminima vektorske algebre, ²to nam moºe biti od koristi

u budu¢im zadacima. U slu£aju kada je meteoroid na putanji Zemlje, jedna£ina (4)

postaje

1

2
m (ṽ′1)

2 −GM⊕m
R⊕

−GM�m
d

= −GM⊕m
r′0
−GM�m

d
⇒

1

2
m (ṽ′1)

2 −GM⊕m
R⊕

= −GM⊕m
r′0

²to je identi£no sa jedna£inom (3), pa je δṽ = 0 - tj. meteoroid na samoj putanju

Zemlje (kruºnoj, po pretpostavci) ne menja brzinu zbog interakcije sa Suncem.

Zanimljiviji je drugi slu£aj. Tada jedna£ina (4) postaje

1

2
m (ṽ′1)

2 −GM⊕m
R⊕

−GM�m
d

= −GM⊕m
r′0
−GM�m

d∓ r′0
. (5)
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Vide¢emo dole da je izbor znakova ± i ∓ opravdan (mada se to da videti i iz odrºanja

energije i Slike 3). Uz pretpostavku da je δṽ � v′1

(ṽ′1)
2 = v′1

2 ± 2v′1δṽ + δṽ2 ≈ v′1
2 ± 2v′1δṽ

≈ v′1
2 ± 2(v1 + δv)δṽ ≈ v′1

2 ± 2v1δv

gde smo u zadnjoj jednakosti zanemarili malu veli£ini vi²eg reda δv δṽ � v1δṽ. Za-

menom u (5) dobijamo

1

2
m
(
v′1

2 ± 2v1δṽ
)
−GM⊕m

R⊕
−GM�m

d
= −GM⊕m

r′0
−GM�m

d∓ r′0
.

i koriste¢i (3) sledi

±v1δṽ = G
M�
d
−G M�

d± r′0
= G

M�
d

(
1− 1

1∓ r′0/d

)
.

Kako je r′0 � d, koriste¢i razvoj 1/(1 + ε) ≈ 1− ε za ε� 1, dobijamo

±v1δṽ = ±GM�
d2

r′0 ⇒ δṽ = G
M�
d2

r′0
v1
.

Sada je o£igledno da je gornji izbor znaka ± bio opravdan. Ova jedna£ina se moºe

dalje pojednostaviti, ali ¢emo taj pristup ostaviti za kasnije zadatke - sada je moºemo

re²iti jednostavnom zamenom poznatih veli£ina gde dobijamo

δṽ = 0.17 km/s > 0.1 km/s.

Jasno, da smo izabrali slu£aj gde je r′0 ve¢e od 50R⊕, ova gre²ka bi bila ve¢a.

Dakle, kada izostavimo gravitaciju Sunca, pravimo gre²ku koja je ve¢a od 0.1 km/s ako

se meteoroid u po£etnom stanju nalazi na liniji Zemlja-Sunce. Pretpostavka o Zemlji

kao izolovanom sistemu u okviru te ta£nosti moºe imati smisla samo za £estice koje su

u po£enom stanju vrlo blizu Zemljine orbite. Ipak, gre²ka koju pravimo je svega reda

δv/v1 ≈ 0.2/11.2 < 2%, ²to je za procene u prvoj aproksimaciji i za rezultat koji se

dobija iz dve linije algebre i vi²e nego zadovoljavaju¢e.
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[3] Krajnji poloºaj meteorida se moºe izraziti kao vektor r̃1 = r̃0+r′0. Veli£ina koja nama treba je r̃0 = r̃1−r′0
Duºina ovog vektora zavisi od relativnog poloºaja Zemlje u odnosu na Sunce r̃1 i meteoroida u odnosu na

Zemlju r′0 :

r̃0 = |̃r0| =
√

(r̃1 − r′0)2 =

=
√
r̃21 + r′0

2 − 2r̃1 r′0 (koristimo r̃1 = d)

= d
√
1− 2r̃1 r′0/d2 + (r′0/d)

2 (koristimo r′0 � d)

≈ d
√
1− 2r̃1 r′0/d2 (koristimo

√
1 + ε ≈ 1 + ε/2 za ε� 1)

≈ d− r̃1 r
′
0/d

≈ d± r′0 cosφ,

gde je φ ugao izme�u vektora r̃1 i r′0. Ovaj rezultat je o£igledan i iz same geometrije problema, bez

upotrebe vektora. Razmotrimo dva specijalna slu£aja iz teksta. Prvo, kada su vektori r̃0 i r′0 kolinearni,

tj. kada je udaljenost r′0 normalna na putanju Zemlje (crveni vektori na slici), onda je φ = 0 ili φ = 180o i

skalarni proizvod r̃0r
′
0 = ±r̃0 r′0 i udaljenost r̃1 ≈ d±r′0. Drugo, ako je udaljenost r′0 duº Zemljine putanje

(crni vektori na slici), onda su vektori r̃0 i r′0 pribliºno normalni φ = ±90o. Pribliºno jer je r′0 � d, pa bi

kosinus ugla imao prvi £lan u razvoju reda r′0/d (jer je cos(90o ± ε) ≈ ∓ε za ε� 1). Kako se u krajnjem

rezultatu taj kosinus mnoºi sa r′0, onda bi rezultiraju¢o £lan bio za faktor reda (r′0/d)
2 manji u odnosu

na vode¢i £lan d, ²to je veli£ina koju smo ve¢ zanemarili. Dakle u drugom slu£aju u okviru na²e ta£nosti

skalarni proizvod je r̃0 r
′
0 = 0 i udaljenost je r̃1 ≈ r̃0 = d.


